
ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА ПО МАТЕМАТИКЕ
для поступающих в магистратуру

1. n3 Вычислить интеграл
+∞∫
0

dx√
x+ x2

.

2. n3 Вычислить предел lim
x→+∞

∣∣ ln (thx)∣∣arcctg x .
3. n3 Решить задачу Коши (1 + x2)y′′(x) + 2xy′(x) = 1, y(0) = y′(0) = 0.

4. n4 Поверхность
S =

{
(x, y, z) ∈ R3 : 1− z2 = x2 + y2 ≤ 2z

}
,

ориентирована полем единичных нормалей, имеющих острый угол с положительным направ-
лением оси z. Вычислить поток векторного поля ~F = (x2, y2, z2) через поверхность S. Система
координат декартова прямоугольная.

5. n5 Рассматриваются гиперболоид

Γ =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z2 + 1

}
,

и прямая
L =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x

2
=
y

3
=
z

4

}
Система координат декартова прямоугольная.

а) n3 Найти точку гиперболоида Γ , ближайшую к прямой L.

б) n2 Найти расстояние от гиперболоида Γ до прямой L.

6. n6 Вычислить интеграл
+∞∫
−∞

sinx

x(x+ i)
dx.

7. n6 Случайные величины X и Y независимы. Случайная величина X имеет плотность рас-
пределения

ρX(t) =

{
et, t < 0,
0, t ≥ 0.

Случайная величина Y имеет плотность распределения

ρY (t) =

{
0, t < 0,

e−t, t ≥ 0.

а) n3 Найти функцию распределения случайной величины Z = X + Y .

б) n1 Вычислить математическое ожидание случайной величины Z.

в) n2 Вычислить дисперсию случайной величины Z.
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ОТВЕТЫ ПО МАТЕМАТИКЕ
для поступающих в магистратуру

1. n3 Вычислить интеграл
+∞∫
0

dx√
x+ x2

.

Ответ: 4π
3
√
3
.

+∞∫
0

dx√
x+ x2

x=t2
=

+∞∫
0

2t dt

t+ t4
= 2

+∞∫
0

dt

1 + t3
=

=
2

3

+∞∫
0

(
1

1 + t
+

2− t
1− t+ t2

)
dt =

2

3

+∞∫
0

(
1

1 + t
− 1

2

2t− 1

1− t+ t2
+

3

2

1

1− t+ t2

)
dt =

=
2

3

+∞∫
0

(
d ln

1 + t√
1− t+ t2

+
3

2

dt(
t− 1

2

)2
+ 3

4

)
=

=
2√
3

+∞∫
0

d arctg
2√
3

(
t− 1

2

)
=

2√
3

(
π

2
+ arctg

1√
3

)
=

2√
3

(π
2
+
π

6

)
=

4π

3
√
3
.

2. n3 Вычислить предел lim
x→+∞

∣∣ ln (thx)∣∣arcctg x .
Ответ: exp(−2).
При x→ +∞ имеем:

∣∣ ln(thx)∣∣ = 2e−2x + o(e−2x), arcctg x =
1

x
+ o

(
1

x

)
,

∣∣ ln (thx)∣∣arcctg x = exp
[ (

1
x
+ o

(
1
x

)) (
ln(2e−2x) + o(1)

)]
= exp

(
− 2 + o(1)

)
.

3. n3 Решить задачу Коши (1 + x2)y′′(x) + 2xy′(x) = 1, y(0) = y′(0) = 0.

Ответ: ln
√
1 + x2.

(1 + x2)y′′(x) + 2xy′(x) =
(
(1 + x2)y′(x)

)′
= 1 ⇒ (1 + x2)y′(x) = x+ C.

y′(0) = 0 ⇒ C = 0 ⇒ y′(x) =
x

1 + x2
⇒ y(x) = ln

√
1 + x2 +D.

y(0) = 0, ⇒ D = 0, ⇒ y = ln
√
1 + x2.

4. n4 Поверхность
S =

{
(x, y, z) ∈ R3 : 1− z2 = x2 + y2 ≤ 2z

}
,
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ориентирована полем единичных нормалей, имеющих острый угол с положительным направ-
лением оси z. Вычислить поток векторного поля ~F = (x2, y2, z2) через поверхность S. Система
координат декартова прямоугольная.

Ответ: 2
√
2π(3− 2

√
2).

Единичная нормаль к S в точке (x, y, z) ∈ S равна ~n = (x, y, z), тогда(
~F , ~n

)
= x3 + y3 + z3.

В сферичесских координатах

x = cosϕ sin θ, y = sinϕ sin θ, z = cos θ, ϕ ∈ [0, 2π], θ ∈ [0, π].

0 ≤ 1− z2 ≤ 2z, ⇒
√
2− 1 ≤ z = cos θ ≤ 1, ⇒ θ ∈ [0, arccos(

√
2− 1)],

∫
S

(
~F , ~n

)
dS =

arccos(
√
2−1)∫

0

sin θ dθ

2π∫
0

(x3 + y3 + z3) dϕ =

 так как
2π∫
0

x3 dϕ =

2π∫
0

y3 dϕ = 0


=

arccos(
√
2−1)∫

0

sin θ dθ

2π∫
0

z3 dϕ =

arccos(
√
2−1)∫

0

sin θ dθ

2π∫
0

cos3 θ dϕ =

= 2π

1∫
√
2−1

z3 dz =
π

2

(
1− (

√
2− 1)4

)
= 2
√
2π(3− 2

√
2).

5. n5 Рассматриваются гиперболоид

Γ =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z2 + 1

}
,

и прямая
L =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x

2
=
y

3
=
z

4

}
Система координат декартова прямоугольная.

а) n3 Найти точку гиперболоида Γ , ближайшую к прямой L.

б) n2 Найти расстояние от гиперболоида Γ до прямой L.

Ответ: а) ± 1√
39
(8, 12, 13), б)

√
3
29
.

Пусть (x, y, z) ∈ Γ — ближайшая к L, тогда

(x, y,−z) ⊥ (2, 3, 4), ∃ t ∈ R : (x, y, z) + t(x, y,−z) ∈ L,

2x+ 3y = 4z,
x(1 + t)

2
=
y(1 + t)

3
=
z(1− t)

4
.
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Если 1 + t = 0, то z = 0, x2 + y2 = 1, 2x+ 3y = 0, откуда

x = ± 3√
13
, y = ∓ 2√

13
, z = 0, t = −1, ρ

(
(x, y, z);L

)
= |t|

√
x2 + y2 + z2 = 1.

Если 1 + t 6= 0, то

x

2
=
y

3
, 2x+

9

2
x = 4z, z =

13

8
x, 1 = x2

(
1 +

9

4
− 13

8
· 13
8

)
=

13

4
x2
(
1− 13

16

)
=

39

64
x2.

x = ± 8√
39
, y = ± 12√

39
, z = ± 13√

39
= ±

√
13

3
,

1 + t =
13

16
(1− t), ⇒ t = − 3

29
,

ρ
(
(x, y, z);L

)
= |t|

√
x2 + y2 + z2 =

3

29

√
1 + 2z2 =

3

29

√
1 +

26

3
=

√
3

29
< 1.

Следовательно, ближайшей точкой Γ к L является ± 1√
39
(8, 12, 13), а расстояние от этой точки

до L и есть искомое расстояние от Γ до L.

6. n6 Вычислить интеграл
+∞∫
−∞

sinx

x(x+ i)
dx.

Ответ: iπ
(
1
e
− 1
)
.

+∞∫
−∞

sinx

x(x+ i)
dx. = lim

R→+∞

R∫
−R

(
i

x+ i
− i

x

)
sinx dx =

= i lim
R→+∞

R∫
−R

sinx

x+ i
dx− i lim

R→+∞

R∫
−R

sinx

x
dx =

=
1

2
lim

R→+∞

R∫
−R

eix − e−ix

x+ i
− iπ = πi res

z=−i

e−iz

z + i
− iπ =

iπ

e
− iπ = iπ

(
1

e
− 1

)
.

7. n6 Случайные величины X и Y независимы. Случайная величина X имеет плотность рас-
пределения

ρX(t) =

{
et, t < 0,
0, t ≥ 0.

Случайная величина Y имеет плотность распределения

ρY (t) =

{
0, t < 0,

e−t, t ≥ 0.

а) n3 Найти функцию распределения случайной величины Z = X + Y .

б) n1 Вычислить математическое ожидание случайной величины Z.
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в) n2 Вычислить дисперсию случайной величины Z.

Ответ: а) P (Z < t) =


1− exp(−t)

2
, t > 0,

exp(t)
2
, t ≤ 0,

, ρZ(t) =
exp(−|t|)

2
, б) MZ = 0, в) DZ = 2.

Для любого t ∈ R имеем

P (Z < t) =

∫∫
ξ+η<t
ξ<0, η>0

eξ−η dξ dη =

min{t,0}∫
−∞

eξ dξ

t−ξ∫
0

e−η dη =

min{t,0}∫
−∞

eξ
(
1− eξ−t

)
dξ =

= exp(min{t, 0})− exp(2min{t, 0} − t)
2

=


1− exp(−t)

2
, t > 0,

exp(t)
2
, t ≤ 0,

Следовательно, плотность распределения случайной величины Z равна ρZ(t) = exp(−|t|)
2

.

MZ =

+∞∫
−∞

tρZ(t) dt =

+∞∫
−∞

t exp(−|t|)
2

dt = 0,

DZ =MZ2 − (MZ)2 =

+∞∫
−∞

t2ρZ(t) dt =

+∞∫
−∞

t2 exp(−|t|)
2

dt =

+∞∫
0

t2 exp(−t) dt = 2.

4


